Série n 2 Cinématique des fluides

Série n°2 : Cinématique des fluides

Exercicel
0
On considere un écoulement permanent défini dans un repere }Y( par le champ de vitesse
Z
. u=2x—3z
suivant, en variables dEuler: V = v=20
w=3x—2Z

1/. Montrer que le fluide est incompressible
2/. Calculer le champ de vecteurs accélérations a

3/. Déterminez les équations du réseau des lignes de courant

Exercice 3

La distribution de vitesse pour un écoulement d’un fluide parfait incompressible est donnée par :
—X

Ay

=

x? 4+ y?

u =

<!
I

1/. Sans faire de calcul, indiquer les propriétés particulieres de cet écoulement. (Justifier)
2/. L’écoulement est-il conservatif ?
3/. L’écoulement est-il a potentiel de vitesse ? Si oui, calculer la fonction potentielle.

4/. Déterminer I’équation des lignes de courant et déduire I’équation des trajectoires.

Exercice 3

Soit I’écoulement défini par le champ de vitesse suivant :

u=xXx
vV=-y
1-  Quelles sont les propriétés de cet écoulement. ?

2- L’écoulement est il irrotationnel ? Si oui, calculer la fonction potentielle.

3- Déterminer les lignes de courant, les trajectoires de cet écoulement.
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Série n 2 Cinématique des fluides

Solution de la série n°2 : Cinématique des Fluides

Exercicel

Soit un écoulement permanent défini par le champ de vitesse suivant :
= u=2x-—3z
V= v=20
w=3x—2Z

1. Fluide est incompressible ?
Pour monter qu’un fluide est incompressible en écoulement permanent, il suffit de vérifier que :

divv = 0
du av = ow
Donc : —t+—=—+—=
dx Oy z
. du av ow
Soient : &—2,5—06'(5——2

Ce qui donne : divv=240-2=0

Le fluide est donc incompressible

2. Champs de vecteurs accélérations a

En description Eulérienne, la variation totale de la vitesse est donnée par :

( du du du du
du = Edt+&dx+a—ydy+£dz
av av av av
{ dv ZEdtﬁ-&dxﬁ-a—ydyﬁ-adZ
ow ow ow ow
kdw = —dt+§dx+a—ydy+¥dz

ot

Par la suite, I’accélération est donnée par :
du du OJdudx OJudy OJudz

T @ 3t oxdt gydt ' dzd
_dv_6v+6vdx+6vdy+avdz
YT q T ot oaxdt T aydt | azdt
dw ow Jdwdx Jdwdy Jwdz
dt oJt odxdt dydt 9z dt

ax

-

az

Qui s’écrit :
(ax=g=a—u+a—uu+a—uv+a—uw
dt ot 0x
dv Jdv ov av av
“x o ax Ty T
dw odw ow ow ow

=E—E+au+a—yv+aw

-

ay

az

Sous forme vectorielle :

) /A
a= ET + (grad V)V
Sous forme indicielle :
Bvi Bvi

i 0w
A= 50 Taxg
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Série n 2 Cinématique des fluides

AN :
ax = 2(2x—3z) + 0+ (—3)(3x — 22)
F ay=0
az =3(2x—3z) + 0+ (—2)(3x — 22)
Ce qui donne :

ax =4x—6z—9x + 62
a{ ay=20
az = 6x—9z — 6x+ 4z

Enfin, nous avons :

ax = —5x
a{ ay=0
az = -5z

3. Equations du réseau des lignes de courant
L’équation des lignes de courant est donnée par :

dx dv dz

u voow
L’écoulement étant plan, nous avons :

dx dz

2x—3Z 3x—2z

Apres intégration, nous obtenons
1 1
Eln(Zx —3z) = —Eln(3x —2z)+A
In(2x — 3z) + In(3x — 2z) = A =InC

Enfin I’équation des lignes de courant s’écrit :
(2x—-3z)(3x—2z) =C

Exercice 2

Soit le champs de vitesse :

—x
g
__ 7y

x% +y?

<!
Il

1. Les propriétés de I’écoulement

- Plan: le vecteur vitesse, V, n’a que deux composantes non nulles selon les axes x et y. La composante
selonz est w =0.
- Permanent : les composante de V ne dépendent du temps.

2. Ecoulement conservatif

Pour vérifier que le fluide en écoulement est incompressible il suffit de vérifier que : div(l7) =0.

. (Y ow
Avec : dlv(V) — + — + >
Nous avons :
ou  [L.(x?+y)-2x(x)] _ x*—y?
ox (x? +y?)? T (k2 +y?)?
v [1.(x*+y) -2y )] _ x?—y?
ay (x? + yz)2 | &xr+y?)?
= dlU(V) = x2+y2)2 [(x2+y2)2]

L’écoulement (ou le fluide en écoulement) est donc conservatif.
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Série n 2 Cinématique des fluides

3. Ecoulement a potentiel des vitesses
Pour un écoulement plan, si la vorticité (le vecteur tourbillon, ﬁ) est nulle, les vitesses dérivent d’un
potentiel et I’écoulement est appelé « écoulement potentiel » (ou « écoulement a potentiel des vitesses »).

Q= % TotV =0
= 7otV =0
Calcul du rotationnel
N I LooJ K
rotV = d/ox /oy 9/oz|= a/ax 6/23/ d/0z
u v w

x2+yz x24y2

—x
a(0) 6(x2+y2) . 6(0)_6<W) i+ a(x2+yz) a(x2+yz)

dy 0z 0x 0z Ox dy
=07-0J+ 2y ] k=0
=4ut J (x2 + y2)2 (x2 + y2)2 -

rotV = 0, donc I’écoulement est irrotationnel, les vitesses dérivent d’un potentiel et I’écoulement est appelé
écoulement a potentiel des vitesses.

La fonction potentielle

L’écoulement est irrotationnel donc les vitesses dérivent d’un potentiel ¢, tel que :

V= grado
Par identification : u = 6—¢, v = 90 et w= 9% _ 0
dx ady dz

Nous avons : d¢ = % dx + % dy

A9 = 5 Bt iy

dy

Pour déterminer la fonction ¢ il faut passer par 1’intégral de d¢ :
f d f —~_dx+ f =4
= = — x DY
¢ ('b XZ + y2 xZ + yZ y
En multipliant et en divisant par (-2), on écrit :
f d 1 f 2x J 1 f 2y d
= —_— — x —_—— ——
¢ ¢ 2) x? +y? 2) y? +x? Y

1 1
:>¢:qub=—5 L,(x* +y?) — ELn(x2+y2)+cte

= ¢ = —L,(x? + y?)+ Cte
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Série n 2 Cinématique des fluides

Equation des Lignes de courant

Pour un écoulement permanent plan d’un liquide incompressible, I’équation différentielle des lignes de

s 4 os dx dy
courant s’écrit : ===
u v
En remplagant u et v, cette équation devient :
dx dy

x2 + yZ xZ + y2
Ce qui donne (par simplification) :

dx dy
Xy
o d d
L’intégration s’écrit : ) ?x = 73’
= Lyx=L,y+C: ou: C estune constante quelconque qu’on peut écrire
C=L,A

= Lyx =L,y + L,A=L,(Ay)

Ou bien : eln* = ln(4y)
Finalement: x = A.y ou bien: y =§ est I’équation des lignes de courant, ou A est une constante
quelconque.

Trajectoire

Puisque I’écoulement est permanent, les lignes de courant et les trajectoires sont confondues. Leur équation
. . X . . . A

est donc identique : y = o Chaque trajectoire (ligne de courant) est caractérisée par une constante A.

Exercice 3

Soit I’écoulement défini par le champ de vitesse suivant :

1- Propriétés de cet écoulement

L’écoulement est plan permanent, le vecteur vitesse V a deux composantes non nulles selon les axes x, y et
indépendantes du temps. La composante selon z est w = 0.

2- Ecoulement irrotationnel

—

11 suffit de vérifier que rotV =0

Calcul du rotationnel

U I [oj k
rotV =19/0x /oy d/oz|=|0/0x 0/0y 0/0z
u v w x -y 0
a(0) ao(y)| ., [0(0) a()| ., [0(=y) o(x)]|-» -
= - r— - J+ - k=0
dy 0z 0x 0z 0x dy

70tV = 0, donc I’écoulement est irrotationnel, les vitesses dérivent d’un potentiel et I’écoulement est appelé
écoulement a potentiel des vitesses. L’écoulement est irrotationnel donc les vitesses dérivent d’un potentiel

¢, tel que:
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Série n 2 Cinématique des fluides

7=grad¢
. _ % 99
Soit : do = Ix dx+ay dy
N ] ¢
Ou: u=£=x:>¢=x7+f1(”
F] 2
v==y=9¢=-T+L®

é 2
SHAD) =L+ /()
. i e y? x?
Par identification, on a : fi(y) = — et f,(x) = Y

é 2
Donc : o(x,y) = x? - y?

3- Equation des lignes de courant, les trajectoires de cet écoulement.

a- Equation des Lignes de courant
Pour un écoulement permanent plan d’un liquide incompressible, 1’équation des lignes de courant
s’écrit :

dx _ dy
u - v
En remplacant u et v, cette équation devient :
dx dy
xy
Ce qui donne (par simplification) :
dx dy
Xy
Apres intégration, on obtient :
1 N , -
Lyx = Ln; +InC: ou: C est une constante quelconque qu’on peut écrire
C=L,A
c
= Lyx = Ln;
. c
Ce qui donne : x = 5

. c ., . . N .
ou bien:y = " I’équation des lignes de courant, ou C est une constante quelconque. Les lignes de

courants sont des hyperboles.

b- Equation de la trajectoire

Sachant que Tu= % =xet v=% = -y
Nous avons : Z_dtet &= —qt

x y
Ce qui donne : Lyx=t+Cetlny=—-t+C,:
On tire : t=Inx—-0C;
D’ou I’on tire : Ly,y+Inx=B:

Oubien yx = B etenfiny = g équation d’une hyperbole

En écoulement permanent les lignes de courant sont confondues avec les trajectoires.
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